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BANANACH TARSK! THM

[O dowodzie mozliwo$ci rozmnozenia chleba]

Na poczatek zastandbwmy sie, czy sposrod studentow mozna wybrac
delegacje w ten sposob, aby znalazk(a) sie w niej dokkadnie jeden
(jedna) student(ka) z kazdej grupy. Gtupie pytanie? Okazuje sie, ze nie
do konca. Odpowiedz jest oczywista - tak samo oczywista jak
aksjomat wyboru. Skad wiec wokot niego tyle  szumu?
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Mimo iz aksjomat wyboru (AC) budzi liczne kontrowersje, w
rzeczywistosci wszyscy go stosujg (Swiadomie lub nie). Bez jego
uzywania matematyka jest o wiele ubozsza, gdyz nie da sie udowodnic
nawet stosunkowo prostych twierdzen. Z drugiej strony, niektore
twierdzenia dowiedzione z wykorzystaniem AC wydajg sie
paradoksalne. Wystarczy wspomnie¢ chociazby o mozliwo$ci dobrego
uporzadkowania kazdego zbioru (np. R) lub istnieniu bazy w dowolnej
przestrzeni wektorowej (np. przestrzeni R nad ciatem Q). Nie jest to
jednak jeszcze najwieksze zto. Stynne twierdzenie, znane jako
paradoks Banacha-Tarskiego, méwi, ze w ,,zwyklej", trojwymiarowej
przestrzeni dowolna kula jest paradoksalna ze wzgledu na dziatanie
grupy izometrii tej przestrzeni. Co to oznacza? Dokiadnie tyle, ze
dowolna kula moze by¢ przedstawiona w postaci sumy skonczonej
liczby zbioréw, ktére po przeksztatceniu tylko i wylacznie przez
izometrie dajg dwie kule przystajgce do tej pierwszej! Mowiac jeszcze
prosciej - kule mozna pociaC na kawatki, z ktorych da sie posktadac
dwie kule wielkosci tej poczatkowej! Chore? Niemozliwe? A jednak.

W pierwszej chwili kazdy powie, Ze to przeciez niewykonalne, bo nie
jest spetniona ,,zasada zachowania objetosci”. Da sie to wyjasni¢ w
bardzo prosty sposéb - w matematyce wspomniana zasada nie istnieje.
W rzeczywisto$ci nasze intuicyjne wyobrazenie pojecia objetosci jest
bardzo ptytkie. We wspomnianym twierdzeniu zbiory, na ktore
dzielimy kule, sg niemierzalne, zatem nie majg objetosci. To ttumaczy,
dlaczego nie mozemy po prostu sobie posumowac objetosci
poszczegblnych kawatkdw.

Kolejne pytanie, ktére nasuwa sie chyba kazdemu, brzmi: dlaczego w
ten sposdb nie postepujemy np. z kulkami ztota? Odpowiedz jest takze
bardzo prosta. Istnieje kilka powodow. Po pierwsze, materia nie jest
ciggta. Nie mozna z niej wycia¢ kawatka o dowolnym ksztatcie, a juz
tym bardziej niemierzalnego. Gdyby byto inaczej, Archimedes bytby
niezle zdezorientowany. Po drugie, dwie kulki ztota sktadajg sie z dwa
razy wiekszej liczby atomow niz jedna.
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Sprawa ma sie inaczej w przypadku kul (w sensie matematycznym),
albowiem jedna kula zawiera dokfadnie tyle samo punktow co dwie.
Wreszcie dowdd omawianego paradoksu jest niekonstruktywny.
Wiemy, ze nieszczesny podziat istnieje, ale do konca nie wiemy, jak
on wyglada.

Przytoczone twierdzenie o paradoksalnym rozktadzie kuli warto zna¢
co najmniej z dwdch powoddw. Pierwszym z nich jest uSwiadomienie
sobie, jak staba moze by¢ nasza intuicja oraz do jak sprzecznych ze
zdrowym rozsgdkiem konsekwencji prowadzi aksjomat wyboru. Za$
drugim to, ze dane twierdzenie budzito liczne kontrowersje w Swiecie,
a zostato udowodnione przez polskich matematykdéw - Stefana
Banacha i Alfreda Tarskiego.

Szymon

[[ Jografie — David Hilbert]

Granice, funkcyjki, ja wszystkie Was dziewczynki,
Obliiczaé cheeee!
Lecz przyznam ja, sni mi si¢ kompletna
Aksjomaatykaaa!
David Hilpura - 'Granice, funkcyjki’

WyobraZcie sobie nastepujacg sytuacje. Jak co dzien,
przychodzicie na uczelnig, Swiadomi, ze akurat tego dnia czeka Was
ogolnostudenckie spotkanie, organizowane z tego czy innego powodu
po raz ktorys. Samo spotkanie Wam nie przeszkadza, ale tam bedzie
ON - ten jeden student, denerwujacy, ktory zawsze wszystko wie, ze
wszystkiego jest najlepszy i nie sposob go z czegokolwiek zagiac, ten,
na widok ktorego wszystkich oskoma z zazdrosci bierze. Przychodzicie
wiec na to spotkanie, jedno oko drga Wam w nerwowym tiku, a ON...
wchodzi na podwyzszenie, odgarnia wiosy z twarzy i zdawkowym
tonem rzecze — 'Przygotowatem liste dziesieciu problemoéw, ktorych
nawet ja nie potrafie rozwigzac'. A zeby byto jeszcze Smieszniej, w
jakis czas pozniej wydaje ksigzke, w ktorej zamieszcza te problemy i
jeszcze trzynascie innych.
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Wyobraziliscie sobie? To dobrze, to juz mniej wiecej wiecie, co
czuli matematycy zyjacy w latach 1863-1942. W tych latach zyt
bowiem David Hilbert, prawdopodobnie ostatni matematyk, ktory znat
‘calg’ wspotczesng sobie matematyke.

Przedstawit on liste dziesieciu probleméw matematycznych na
Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym w 1900 roku, a w jego
wydanej pdzniej ksigzce zamiescit on az 23 takie
problemy(oczywiscie, nie przedstawit ich jako 'problemdw, ktdrych
nawet on nie potrafi rozwigza¢' — w koncu zycie byto mu mite). Kim
jednak byt ten cztowiek? Czym sie zajmowat? | ktory wspdtczesny mu
matematyk, méwiac kolokwialnie, ‘pojechat’ go tak, ze az strach?

David Hilbert urodzit sie w Koenigsbergu, ukonczyt Wilhelm
Gymnasium, gdzie zaprzyjaznit sie z Hermannem Minkowskim, ktora
to przyjazn bedzie potem miata duzy wptyw na prace naukowe obu
stron. Dzieki wstawiennictwu Felixa Kleina zdobyt prace pracownika
naukowego na Uniwersytecie Goettingen, gdzie pracowat reszte zycia,
wychowujgc wielu z matematykdw, ktérych twierdzenia, teorie i
odkrycia sg dzi$ na r6zne sposoby maltretowane przez pokolenia
studentow i wyktadowcow. Podobno to Hilbert jest tajemniczym
wyktadowcg ze znanej anegdoty o wyktadowcy, ktéry, dowiedziawszy
sig, ze jeden z jego studentoéw porzucit studia by zostac poeta,
podsumowat go stowami 'l dobrze — na matematyka nie miat dos¢
wyobrazni'.

Pod wzgledem matematycznym Hilbert zajmowat sie m.in.
geometrig - uwaza sig, ze jego odkrycia w tej dziedzinie byty
najwazniejszymi od czasow Euklidesa. Stworzyt on 21 aksjomatow
geometrii, ktére zapewne niektdrym z biednych studentéw sg znane az
za dobrze. Hilbert byt tez matematykiem o tyle swobodnym, ze
dopuszczat prawo wytgczonego srodka — dowody niektérych jego
twierdzeri czasem nie polegaty na wykazaniu, ze co$ 'zachodzi', ale
raczej ze 'nie nie zachodzi', co wzbudzato pewne kontrowersje, ktore
Niemiec podsumowat stowami: 'Zabranianie matematykowi uzywania
prawa wytaczonego $rodka to jak zabronienie bokserowi uzywania
jego piesci'. Poza tym Hilbert nalezat do szkoty matematykdw, ktérzy
dazyli do petnego sformalizowania i zaksjomatyzowania catej
matematyki, stworzenia kompletnej teorii dowodzenia twierdzen.
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Tu do akcji wkracza Kurt Goedel, matematyk niemiecki.
Udowaodnit on twierdzenie znane jako 'najbardziej pesymistyczne
twierdzenie matematyki XX wieku'. W uproszczeniu brzmi ono tak —
'Dla kazdej teorii T istnieje zdanie G mowiace, ze 'G nie moze zostac
dowiedzione, uzywajac narzedzi teorii T". Jezeli G jest prawdziwe,
oznacza to, ze nasza teoria T nie jest 'kompletna', gdyz istnieja zdania,
ktorych prawdy lub fatszu nie da sie dowie$¢ za jej pomoca. Jezeli G
jest fatszywe, oznacza to, ze w teorii T prawdziwe sg jednocze$nie
zdanie i jego zaprzeczenie — bo skoro G jest prawdziwe, oznacza to, ze
posiada dowdd, a zdanie G gtosi, ze dowod dla niego nie istnieje.
Jednym z wnioskdw z tego twierdzenia — znanego jako twierdzenie o
niezupetnosci — jest to, ze program Hilberta i jego zwolennikdw, czyli
petna aksjomatyzacja i stworzenie kompletnej teorii matematycznej
jest niemozliwe. Wnioskiem z twierdzenia Goedla jest tez twierdzenie
o niedowodliwosci niesprzecznosci, ktore gtosi ze w ramach zadnego
systemu formalnego zawierajacego arytmetyke liczb naturalnych nie
da sie dowie$¢ jego niesprzecznosci — wiec nigdy sie nie dowiemy, czy
cate to nasze dodawanie nie jest tak naprawde psu o fape roztrzasc ;)

Dowdd twierdzenia Goedla w wielce cyniczny sposob zbiegt
sie z wypowiedzig Hilberta, ktory powiedziat swoim
wspotpracownikom: 'Musimy wiedzie¢. Bedziemy
wiedzie¢'(Nawiasem, 6w cytat znajduje sie na nagrobku Hilberta).
Poprzedniego dnia ukazat sie 6w dowdd, powodujac, ze Hilbert — jak
to eufemistycznie ujmujg kroniki — 'do$¢ mocno sie zdenerwowat'.

Co ciekawe, Hilbert zajmowat sie tez fizyka i przez jakis$ czas istniaty
pewne kontrowersje co do niektorych zagadnien z teorii wzglednosci —
czy opracowat je Einstein, czy Hilbert. Ale spokojnie, zadna teoria
spiskowa z tego nie powstata — prace Hilberta jednak powstaty p6zZniej.

Z kazdym uptywajgcym rokiem szanse na narodzenie sie
kolejnego Davida H, ktory zdota opanowac catg matematyke,
rozwijajaca sie w tempie wrecz ekspotencjalnym, malejg — aktualnie
wynoszg mniej wiecej €. Wiec pamietajmy o tym jednym, ktérego
ambicje zostaty w tak bezwzgledny sposob zjechane przez jednego
Goedla i bezwzgledna, niedobra, pilnujacag swoich praw matematyke.

Niewinny Rosomak
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[Liczby pierwsze na ptaszczyznie]

Powszechnie wiadomo, ze liczby 37 36 35 34 33 32 31
pierwsze sg rozmieszczone W sposéb
wyjatkowo mato regularny. Zrébmy
jednak pewng sztuczke. Wypiszmy sobie 39 18 5 4 3 12 29
wszystkie liczby naturalne (poczawszy
od 1) spiralnie - tak jak pokazano na

rysunku 1. 41 20 7 8 9 10 27

38 17 16 15 14 13 30
40 19 6 1 2 11 28

42 21 22 23 24 25 26

43 44 45 46 47 48 49.
Rysunek 1

Nastepnie wykreslmy wszystkie liczby ><36 35 34 33 32><

pierwsze (tak jak na rysunku 2). 38 >< 1¢ 15 14 >< 30
Zauwazmy, ze liczby pierwsze zdajg sie

uktada¢ w ukosne (nachylone pod katem 32 18 >< 4 12
45° do krawedzi rysunku) linie. 40 6 1 >><< 28

Przyjrzyjmy sie wiekszemu rysunkowi. ><20>< & 8§ 50 99

42 21 22>€<24 25 26
><<44 45 46}{48 49..

Rysunek 2

Rysunek 3 przedstawia spirale “__f'_;_ﬁ_:,”%;*}_{ajj PRI,
utworzong z liczb od 1 do 40401 (czarna im’hﬁ M e
kropka symbolizuje liczbe pierwsza). - 'j}:{f ", E":'ﬁi: g
Tutaj tez wyraZnie widac, ze liczby T B 'ﬁifﬁ:‘:-:.?::.-' o
pierwsze ,.chetnie” uktadaja sie na _"':-5.,;-_?'-“:_:_."-:_';.??-;";-"?.'._5'.:-_' )
skosnych liniach. A
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Wiasno$¢ tg zaobserwowat w 1963 roku Stanistaw Ulam, a spirala,
ktdrej konstrukcje przedstawiono powyzej nosi nazwe Spirali Ulama.
Spirala Ulama tak urzekta 6wczesnych matematykdw, ze zostata
umieszczona na oktadce marcowego wydania Scientific American w
1964 roku.

Niestety fakt, ze liczby pierwsze uktadajg sie w spirali Ulama na
liniach uko$nych nie przynosi wielkich korzysci przy poszukiwaniu
coraz to wiekszych liczb pierwszych.

Oczywiscie kazdy student matematyki wie, ze wszystkie pojecia
mozna uogolnié. Tak tez jest z pojeciem liczby pierwszej — mozna je
rozszerzy¢ na dowolne pierscienie.

Zajmijmy sie pierscieniem liczb catkowitych Gaussa. Rozwazmy zbior
Z[i]={atbi:a,beZ}. Zbior ten ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem
liczb zespolonych tworzy pierScien. Jest to dodatkowo pierscien z tzw.
jednoznacznym rozktadem. Oznacza to tyle, ze dowolny element tego
pierscienia mozna przedstawic jednoznacznie1 w postaci iloczynu
elementow nierozktadalnych tego pierscienia. Mozna réwniez pokazac,
ze w przypadku pierscieni z jednoznacznym rozktadem element
pierwszy to taki sam element jak element nierozktadalny (w og6lnym
przypadku wystepuje pewna roznica). Stad ptynie dla nas wazny
whniosek: w przypadku pierscienia Gaussa tak samo tatwo (lub tam
samu trudno), jak w przypadku liczb catkowitych, jest sprawdzi¢ czy
dana liczba jest liczbg pierwszg czy tez nig nie jest.

Zauwazmy jednak, ze nie wszystkie ,,powszechnie znane liczby
pierwsze” sg liczbami pierwszymi Gaussa. Przyktadowo 2 mozna
roztozy¢ na (1+i) (1-i) a 5=(2+i) (2-i). Liczbg pierwszg Gaussa jest np.
liczba 1+i lub 2+3i Z pomocg komputera mozna wyznaczy¢ wiecej
liczb pierwszych Gaussa i zaznaczy¢€ je na ptaszczyznie zespolone;j.

1. Oczywiscie chodzi o jednoznacznosé z dokladnoscia do kolejnosci wspdlezynnikéw 7
oraz stowarzyszenia. W przypadkn liczb catkowitych rozklad 12 na 2-2-3 utozsamiamy
z rozkladem 2:32 oraz 1+(-2):3(-2)
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Otrzymamy wowczas nastepujgcy rysunek (na srodku znajduje sie
liczba 0):

T ",
R LT '-'.:'-::.-.".'."_'.'.' - ST
Posrod liczb pierwszych Gaussa mozna szukac lwow(lew to
maksymalny zbidr Scisle sasiadujacych ze sobg liczb pierwszych
Gaussa). A jest ich doktadnie 52. Jest to jednak zupetnie inna historia.
vil

[Anons]

Dnia 1 czerwca 2009 roku o godzinie 19.00 w kosciele
akademickim(krypta katedry, ul. Jordana) odprawiona
zostanie msza Swieta w intencji
SP.

Krystyny i Marka Kuczméw
oraz Martina GrincCa,
do udziatu w ktdrej zapraszamy.

[Stopka redakcyjnal
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