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TO SAMO CO KAZ-
DEJ NOCY PINKY -
UCzYC SIE DO SESJI!

Mobzdzku, co
bedziemy robic¢
dzisiaj w nocy?

Witamy w styczniowym numerze
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Rozpoczyna si¢ nowy rok kalendarzowy i wielkimi krokami nadchodzi
moment, na ktéry wszyscy czekaliémy - moment, w ktérym mozemy
pochwali¢ sie swoja nabyta wiedza przed naszymi wykladowcami na
kolejnych egzaminach sesji zimowej. Powodzenia na tejze i wolnego od
egzamindéw marca

zyczy redakcja
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[O samopodobienstwie troche inaczej]

Wyobrazmy sobie taki problem: czy mozna napisa¢ wzér, definiujacy pe-
wien zbiér na plaszczyznie R?, ktéry po narysowaniu wygladalby tak samo
jak napis, ktory przed chwila stworzyliSmy? Zauwazmy, ze jesli w ,powyz-
szym” wzorze dodaliby$my jaki$ losowy znak, to oczywisécie wszystko by
sie zepsulo (bo nie byloby tam czesci odpowiedzialnej za ,napisanie” tego
nowego znaku). Taki wzor (o ile istnieje) jest bardzo czuly na wszelkie za-
chwiania.

A co jesli ograniczymy sie tylko to wygladu przyblizonego? Przypusémy,
ze cheemy, aby nasz zbiér (po narysowaniu) byl napisem skladajacym sie z
pikseli. Okazuje sie, ze taki zbior istnieje. Jego przyktad w 2001 roku podat
Jeff Tupper. Wzoér wyglada tak:
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gdzie, oczywiscie, mod(a,b) oznacza reszte z dzielenia a przez b, za$ |z]
czed¢ catkowity liczby x.

Teraz jesli zaznaczymy wszystkie punkty (x,y) € R? spetniajace te nie-
réwnosé, to w kwadracie [0,106] x [k, k + 17], gdzie k = 960 939 379 918
958 884 971 672 962 127 852 754 715 004 339 660 129 306 651 505 519 271
702 802 395 266 424 689 642 842 174 350 718 121 267 153 782 770 623 355
993 237 280 874 144 307 891 325 963 941 337 723 487 857 735 749 823 926
629 715 517 173 716 995 165 232 890 538 221 612 403 238 855 866 184 013
235 585 136 048 828 693 337 902 491 454 229 288 667 081 096 184 496 091
705 183 454 067 827 731 551 705 405 381 627 380 967 602 565 625 016 981
482 083 418 783 163 849 115 590 225 610 003 652 351 370 343 874 461 848
378 737 238 198 224 849 863 465 033 159 410 054 974 700 593 138 339 226
497 249 461 751 545 728 366 702 369 745 461 014 655 997 933 798 537 483
143 786 841 806 593 422 227 898 388 722 980 000 748 404 719 otrzymamy
taki rysunek:
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Widzimy oczywiscie, ze musieliémy sie w przypadku tego wzoru uméwic
co mamy z nim zrobi¢ — przeciez jak zazwyczaj matematyk widzi jakis
wzOr, to nie zaznacza punktéw na ptaszczyznie spetniajacych go. Troszeczke
przesadzajac mozna by sie uméwié, ze symbolem
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bedziemy oznaczaé zbiér, ktory po narysowaniu wyglada jak ten symbol.
Widzimy jednak, ze takie postepowanie wywoluje w nas pewien niesmak.

Podobny problem mozna sformutowaé¢ w przypadku pisania programow.
Jak napisaé¢ program, ktory wyswietla na ekranie wtasne zZrédlo? Program,
ktory to realizuje jest nazywany Quine. No i znowu, po krétkim zastanowie-
niu stwierdzamy, ze taki problem jest nietrywialny. Jednak udowodniono,
ze taki program istnieje w kazdym jezyku programowania, ktory potrafi
wyswietlaé (przeliczalne) ciagi znakéw na ekranie. W jezyku C++ taki pro-
gram wyglada nastepujaco (program nie powinien zawieraé¢ znakéw nowej
linii):

#include <iostream>

int main(){const char c=’,’,dg="",q[l="",
*s[]={"#include <iostream>","int main(){

const char c=’ s ) ,dq=’ n s " ,q[]=n s " , %S [] ={u R n};

std: :cout<<s[0]<<std::end1l<<s[1]<<dq<<s[2]<<dq
<<q<<dq<<s[3]<<dg<<s[0] <<dg<<c<<dq<<s[1]<<dqg<<c
<<dq<<s[2] <<dg<<c<<dq<<s[3]<<dq<<c<<dq<<s[4]<<dq
<<s[4]<<std::endl;}"};std::cout<<s[0]<<std::endl
<<s[1]<<dqg<<s[2]<<dq<<q<<dg<<s[3] <<dqg<<s[0]<<dg<<c
<<dq<<s[1]<<dg<<c<<dg<<s[2] <<dq<<c<<dg<<s[3]<<dg<<c
<<dg<<s[4]<<dg<<s[4]<<std::endl;}

Jako ¢wiczenie polecam napisanie takiego programu w jezyku HQ9+.
HQ9+ to jezyk ezoteryczny stworzony przez Cliff’a L. Biffle’a podczas prze-
rwy Swigtecznej na przetomie roku 2000 i 2001, w ktérym sa tylko 4 ko-
mendy: H (powoduje wySwietlenie napisu ”Hello, World!”), Q (powoduje
wyswietlenie kodu zrédlowego programu), 9 (wys$wietla na ekranie tekst
piosenki 99 Bottles of Beer ') oraz + (zwigksza warto$é zapisana w akumu-
latorze (pewnym rejestrze procesora)).

Jezyk ten doczekal sie nawet swojego nastepcy HQ9++.

Zauwazmy, ze analogicznym problemem jest np. skonstruowanie takiej
maszyny, ktora produkowalaby swoja w pelni funkcjonalng kopie. Pomy$lmy
jak przyspieszylby sie rozwoj astronomii, gdyby ludzie skonstruowali taka

Istowa piosenki: 99 bottles of beer on the wall, 99 bottles of beer. Take one down and
pass it around - 98 bottles of beer on the wall.

2 bottles of beer on the wall, 2 bottles of beer. Take one down and pass it around - 1
bottle of beer on the wall.
1 bottle of beer on the wall, 1 bottle of beer. Take it down and pass it around - no more
bottles of beer on the wall.
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sonde kosmiczng, ktora replikowataby sie samodzielnie. Oczywiscie czytel-
nik moze pomysle¢: , Ale zaraz! Skad ta sonda weZmie potrzebne do skon-
struowania swojej kopii materialy?”. Okazuje sie, ze problem replikacji jest
trudniejszy niz pozyskiwanie materialow. Zauwazmy, ze wszystkie organi-
zmy zywe maja taka zdolno$é, a nauce nie udalo sie jak dotad stworzy¢
sztucznego zycia.

Na pocieszenie warto wspomnie¢ o tym, ze w matematyce sa znane
obiekty, ktére potrafia tworzyé swoje kopie. 2 z nich przedstawiliémy powy-
zej. A gdzie jeszcze takich szukac? Np. w teorii badajacej automaty koméor-
kowe. Tam istnieje wiele struktur, ktére tworza wlasng kopie. Ale to znowu
temat na zupelnie inng opowies¢. vil

[[lografie - Srinivasa Aiyangar Ramanujan]
1887-1920

Ludzi mozna, z grubsza rzecz biorac, podzieli¢ na dwie
kategorie - tych, ktérzy wola uczy¢ sie sami, i tych, kto-
rzy wola by¢ prowadzeni (w ten czy inny sposéb). Tych,
ktorzy lepiej przyswajaja wiedze z ksiazek, i tych wola-
cych wiedze z wykladow. Zazwyczaj na tych pierwszych,
tych ’samoukdéw’, patrzy sie nieco inaczej - najczeéciej na
zagadnienie poruszane na danym wykladzie natrafili juz
wczesniej, o pojeciu dopiero definiowanym juz styszeli,
a typy zadan waltkowane obecnie na ¢wiczeniach opano-
wali juz kiedys. No ale nie mozna si¢ tak samouczy¢ w
nieskonczonos$é, nie znajdziemy przeciez pieciolatka dowodzacego hipotezy
Riemanna. Stad wniosek, ze w zbiorze takich samoukow, uporzadkowanym
liniowo przez skale ich osiagnie¢, czy tez zasieg ich samodzielnych badan,
jestedmy w stanie wskazaé jakie$ elementy aspirujace do miana najwiek-
szych, czy choéby maksymalnych. Mysle, ze wielu ludzi zgodzi sie ze mna,
gdy napisze, ze jednym takim elementem jest zapewne Ramanujan.

Zadajmy sobie pytanie - co, od strony matematycznej, robiliémy w wieku
pietnastu lat? Zapewne bylidémy gdzieS pomiedzy rysowaniem wykreséw
funkcji kwadratowej, a obliczaniem wartoéci logicznej zdan. Ramanujan,
po poznaniu sposobdw na rozwiazywanie réwnan wielomianowych trzeciego
stopnia (ktérych, nawiasem méwiac, w pelnej ogdlnosci nie zna wiekszosé z
nas), na wlasna reke poczal rozwiazywaé réwnania czwartego stopnia. I zro-
bil to, po czym zajal si¢ réwnaniami piatego stopnia (tu oczywiscie nic nie
zdziatal, bo, oczywiscie, dla rownan stopni piatego i wyzszych takie metody
nie istnieja). Liczy sie jednak sam fakt. Ramanujan w szkole uchodzil za
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inteligentnego i elastycznego ucznia, dobrego ze wszystkich przedmiotow.
Prawdziwe zainteresowanie matematyka wzbudzita w nim dopiero ksiazka
G. S. Carra Synopsis of elementary results in pure mathematics. To ta
ksiazka uksztaltowala sposéb, w jaki potem pisal Ramanujan, i pozwolila
mu uczy¢ sie matematyki na wtasna reke. Problem w tym, ze ksiazka byta
z 1856 roku, wiec byla dosy¢ nieaktualna.

Od roku 1904 (zwracamy uwage - Ramanujan mial wtedy *17 lat*)
Srinivasa rozpoczat swe badania matematyczne 'na powaznie’. Badat szereg
> %, wyliczyl stala Eulera do 15 miejsc po przecinku (!!!), a nawet odkryl
ieN
na wtasng reke liczby Bernoulliego. Tak - wszystko to Ramanujan odkrywat
sam, bez pomocy ksiazek, podrecznikéw czy wykltadowcow. To byly jego
wlasne odkrycial

Za swoje osiagniecia Ramanujan otrzymatl stypendium, ktére jednak
odebrano mu po roku, gdyz jego poswiecenie sie matematyce powodowalo,
ze nie uczy! sie pozostalych przedmiotéw na Government College w Kumba-
konam. Trudna sytuacja finansowa spowodowala, ze musial on przeprowa-
dzi¢ si¢ do innego miasta. Kontynuowal wciaz prace matematyczna, bada-
jac relacje miedzy catkami i szeregami. Jak dowiedzial sie znacznie p6zniej,
wkraczal w dziedzine funkcji eliptycznych.

W roku 1906 nie dostal si¢ na Uniwersytet w Madras - zdal egzamin
z matematyki, ale oblal ze wszystkiego innego ze wzgledu na ciezka cho-
robe, na jaka wtedy zapadl. Choroba zreszta przerwala jego badania nad
utamkami tancuchowymi i szeregami rozbieznymi i w roku 1909 musiatl
podda¢ si¢ operacji, po ktérej dlugo dochodzil do siebie. W tym tez cza-
sie jego matka zaaranzowata mu malzenstwo z dziesiecioletniag dziewczyna.
Slub odbyt sie 14 lipca 1909 roku. Zanim sie zbulwersujecie - malzonkowie
zamieszkali razem dopiero dwa lata pézniej, kiedy dziewczyna osiagneta juz
dojrzaly wiek lat dwunastu.

Okoto roku 1910-1911 Ramanujan rozpoczal stawianie i rozwiazywanie
probleméw w Journals of the Indian Mathematical Society, gdzie jego prace
zostaly dostrzezone. Szybko zdobyl reputacje matematycznego geniusza.
Wtedy tez Ramanujan poprosil jednego z czlonkéw Indyjskiego Towarzy-
stwa Matematycznego o porade w sprawie pracy, i dostal swoja pierwsza
posade... w biurze rachunkowym. Inny czlonek Towarzystwa bezskutecz-
nie usitowal zalatwi¢ jakies stypendium dla mlodego geniusza. Ramanujan
mial sporo szczescia, bo jakkolwiek historia jego ’kariery zawodowej’ brzmi
jak zart (w marcu 1912 roku podjal jeszcze prace jako urzednik), to w jego
otoczeniu przewijalo sie sporo matematykow - jego wlasny szef byl matema-
tykiem i opublikowal jedna z prac Ramanujana. Inny znéw matematyk, C.
L. T. Griffith, zainteresowany talentem Ramanujana, doradzil mu wystanie
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swych prac do profesora Hilla na Uniwersytecie Londynskim. Hill jednak
odpisal, ze nie do konca zrozumial rozumowania Ramanujana dotyczace
szeregbw rozbieznych i doradzil mu przeczytanie ksiazki o teorii szeregdéw
nieskonczonych. Oczywiscie, taka odpowiedz nie usatysfakcjonowata ambit-
nego mtodzienca, ktory rozestal swoje prace innym matematykom.

W styczniu 1913 roku G. H. Hardy otrzymatl duzy, wymiety list z masa
indyjskich znaczkéw. W tymze liscie jakis Hindus podal liste twierdzen, w
wiekszosci szalonych i fantastycznych, w pewnej mierze po prostu blednych,
a wiele z nich - szeroko juz znanych. Twierdzenia te byly podane bez do-
wodu i wygladaly na szalbierstwo, wigc Hardy na poczatku odlozyl ten list
na bok. Dopiero pézniej razem ze swym wspolpracownikiem Littlewoodem
przeczytal list bardziej wnikliwie i doszedl do wniosku, ze fantastyka i abs-
trakcja niektérych z zawartych tam faktow wyklucza mozliwos$é oszustwa -
juz predzej btedu, popelnionego jednak przez kogo$ obdarzonego praktycz-
nie niespotykang wyobraznia i intuicja matematyczna.

Tak rozpoczela sie wspolpraca tej dwdjki matematykow. W Hardym Ra-
manujan znalazl pierwszego przyjaciela, ktory z uznaniem patrzyl na jego
prace. To réwniez dzieki Hardy’emu Srinivasa otrzymatl stypendium na uni-
wersytecie w Madras, a w koncu przeniést sie na uniwersytet w Cambridge.
W 1914 roku Ramanujan przyby! do Anglii. Scisly wegetarianizm Rama-
nujana, polaczony z wybuchem I wojny $wiatowej, utrudniajacej uzyskanie
specyficznych artykuléw zywnosciowych, spowodowal jednak, ze niedlugo
po swoim przybyciu matematyk zaczal mie¢ problemy zdrowotne. Wspot-
praca Hardy’ego i Ramanujana jednak kwitta, cho¢ brak formalnego wy-
ksztalcenia u tego drugiego niejednokrotnie okazywal si¢ problemem. Lit-
tlewood zostal poproszony o nauczenie Hindusa $Scistych matematycznych
metod dowodzenia, jednak - jak sie okazalo - uczenie Ramanujana byto
niezwykle skomplikowane, gdyz za kazdym razem, gdy podawalo mu sie¢
nowy fakt lub twierdzenie, 6w blyskawicznie dzielil sie swoimi oryginalnymi
pomystami na ten temat, czyniac kontynuacje 'lekcji’ praktycznie niemoz-
liwa. W marcu 1916 roku, pomimo niespelniania formalnych wymogéw,
Ramanujan uzyskal ekwiwalent dzisiejszego tytulu doktora na uniwersyte-
cie w Cambridge. Niestety, w roku 1917 ponownie dopadia go choroba, na
tyle powazna, ze lekarze obawiali sie, ze umrze. W 1918 roku jednak poja-
wily sie propozycje wcielenia Ramanujana do londynskiego Royal Society -
propozycje wysuwane przez takie stawy jak Hardy, Littlewood, Young czy
Whitehead. Zaszczyty, jakie w tym roku posypaly sie na glowe matema-
tyka najwyrazniej pomogly mu nieco podzwignaé si¢ na zdrowiu i do konca
listopada Ramanujan niemalze wrocil do pelni sil i kontynuowat prace ma-
tematyczna. W roku 1919 Ramanujan powrdécil do Indii, gdzie jednak jego
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zdrowie ponownie si¢ pogorszyto i w ciagu roku genialny matematyk zmart.
Co ciekawe, wdowa po nim zmarta dopiero w roku 1994.

Taka jest historia zycia geniusza, ktéry, pozbawiony prowadzenia, sam
badat takie zagadnienia, jak szeregi hipergeometryczne, réwnania funkcyjne
funkcji zeta, szeregi Riemanna, czy calki eliptyczne. W roku 1918 profesor
G. N. Watson rozpoczal badania zeszytéw pozostawionych przez Ramanu-
jana i, badajac je az do roku 1951, wydal 14 prac pod wspdélnym tytu-
tem ” T'wierdzenia Ramanujana”, a takze okolo 30 innych, zainspirowanych
wynikami tegoz. Intuicja i wyobraznia Ramanujana robi wrazenie, bo jak
inaczej mogl on uzyskaé¢ wynik:

1 2V2 i (4%)!(1103 + 26390k ) ,,
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W ciagu swego 33-letniego zycia Ramanujan zanotowal w swych zeszy-
tach 3452 twierdzenia. Oznacza to, ze jesli zaczal je tworzy¢ w momencie
narodzin (ktére to zalozenie oczywiscie nie ma sensu), to i tak odkrywal
dwa twierdzenia na tydzien. Bardziej realistyczne zalozenie, ze rozpoczat
prace matematyczng w wieku lat pigtnastu, daje oszalamiajacy wynik po-
nad trzech i pol twierdzenia na tydzien. Czyli okoto jedno twierdzenie co
dwa dni. A zauwazmy, ze spora cze$¢ swego zycia Ramanujan spedzil w
szpitalach, gdzie pracowaé¢ nie mégl... Myéle, ze to dobrze podsumowuje
oszatamiajace zdolnosci indyjskiego matematyka.

[Tografia nie bytaby jednak Ilografia, gdyby nie zawarla si¢ w niej jakas
anegdota o opisywanym matematyku. Prawdopodobnie najstynniejsza do-
tyczaca Ramanujana brzmi tak:

Otéz gdy lezal on na szpitalnym tézku, przyszedt do niego Hardy i z wtasci-
wym sobie taktem i swoboda nawiazywania rozméw rzekl: "Przyjechalem tu
taksowka o numerze 1729. Do$¢ nieciekawa liczba.” *Alez skad!’, zaprzeczyl
Ramanujan. "To najmniejsza liczba naturalna, ktéra da sie przedstawi¢ w
postaci sumy dwéch szeécianéw na dwa rézne sposoby!’? Co ciekawe, jego
wykrzyknienie dalo potem asumpt dla Hardy’ego do badania tego zagad-
nienia i stworzenia pojecia 'Liczby takséwkowej’. Liczba takséwkowa T'a(n)
nazywamy najmniejsza liczbe naturalna, ktéra da si¢ przedstawié¢ w postaci
sumy dwdch szeScianéw na n réznych sposobéw. Oczywiscie, T'a(2) = 1729.
To znéw spowodowalo powstanie pojecia "Uogdlnionej liczby takséwkowej’
- Taxicab(k, j,n) to najmniejsza liczba, ktéra da sie przedstawi¢ w postaci
sumy k-tych poteg j liczb na n réznych sposobéw. Dla k = 3,5 = 2 uzy-
skujemy liczbe takséwkowa. 3 A na doktadke mamy jeszcze liczby cabtaxi,

2Istotnie, 1729 = 103 + 93 = 13 4123
3Taxicab(4,2,2) = 635318657 - Euler. Taxicab(5,2,n) dla n > 2 nie jest znane do
dzi$. Co ciekawe, intrygujaca wlasnosé liczby 1729 wykazal w roku 1657 Frenicle de Bessy,
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oznaczajace najmniejszg liczbe mozliwa do przedstawienia jako sume lub
réznice dwéch szescianéw liczb calkowitych (z zerem) na dane n sposobéw.
Szukanie kazdej z tych liczb jest, oczywiscie, bardzo trudne - liczb cabtaxi
do dzi$ znane jest 10 (z czego Cabtaxi(10) odkryto w 2008 roku) - jednak
Hardy wraz z Wrightem wykazali w 1954 roku, ze liczby takséwkowe (i,
co za tym idzie, liczby cabtazi) istnieja dla kazdego n. Co z uogdlnionymi
liczbami takséwkowymi, dla k > 4 - tego juz nie wiadomo.

Zakonczmy opowies¢ o Ramanujanie jeszcze jednym spostrzezeniem -
Hardy jest znany ze stwierdzenia, ze gdyby ’Talenty matematyczne oceniaé
w skali od 1 do 100, samemu sobie datby on 25, Littlewoodowi 30, Hilbertowi
80, a Ramanujanowi 100’. Takie docenienie z ust tak wybitnego matematyka
musi co$ znaczyc¢.

Niewinny Rosomak

[Co nas czeka, czyli z zycia matematykow]

Kiedy francuski matematyk, tworca znakomitego podrecznika Charles Bo-
ussut dowiedzial sie, ze jego znakomity starszy kolega Pierre-Louis Mau-
pertuis jest cigzko chory, czym predzej udat si¢ don z wizyta.

- Pacjent jest umierajacy - powiedzial mu lekarz. - Nie jest juz w stanie
powiedzie¢ nawet stowa...

- To niemozliwe. Wiem co zrobié¢, zeby sie odezwat - stwierdzil Bossut i
podszedlszy do 16zka, glosno zapytal Maupertuisa:

- Ile jest dwanascie do kwadratu?

- Sto czterdziesci cztery! - odpowiedzial umierajacy i wydal ostatnie
tchnienie.

[Stopka redakcyjna]

Kontakt z redakcja bezposrednio w pokoju KNM (p.524) lub elektronicznie:
macierzator@knm.katowice.pl

styczen 2010

co rodzi podejrzenie, ze by¢ moze Ramanujan po prostu znal lub badat juz wczeéniej to
zagadnienie, a nie wyliczyl to w utamku sekundy - jak zazwyczaj jest to interpretowane
przez podajacych powyzsza anegdotke.



