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1 Wprowadzenie do struktur o-minimalnych i po-
jecia wstepne

Na poczatku lat 80-tych Pillay i Steinhorn wprowadzili pojecie o-minimalnosci
bazujac na ideach Lou van den Driesa [1], uogblaniajac geometrie semi i sub-
analityczna.

Definicja1: Po przez zbiér semialgebraiczny w R™ rozumiemy skoriczong sume
zbioréw postaci : f1(x) =0, ... ,fr(x) =0, g1(x) >0, ... ,gx(x) > 0, gdzie
fi, oo iy g1, oo, 8k € R[x]. Gdy wielomiany f; , ... , i, g1, ...
, g1 sa stopnia co najwyzej pierwszego, to wtedy moéwimy, ze zbidr jest
semiliniowy. Na plaszczyznie euklidesowej zbiorami semialgebraicznymi
sa kolo, elipsa, natomiast zbiorami semiliniowymi sa kwadrat, prostokat.

Wtasnosci zbioréw semialgebraicznych (rodzina zbioréw semialgebraicznych jest
zamknieta na dzialania sumy, przeciecia oraz dopelnienia). Tworzy algebre
Boole’a.

1. Bardzo waznym faktem dotyczacym zbioréw semialgebraicznych jest wlas-
nosé rzutowania Tarskiego-Seidenberga: Jezeli AC R"! i jest zbiorem
semialgebriacznym, wtedyn(A) C R™jest zbiorem semialgebraicznym, gdzie
m: R R” jest odwzorowaniem rzutowania na pierwsze n-wspotrzednych.

2. 7 algebry oprocz znajomosci podstawowych pojeé¢ takich jak grupa czy
cialo potrzebne bedzie potrzebne pojecie ciata uporzadkowanego [2]. Na
poczatku poprzez pierscieni uporzadkowany (A,<) rozumiemy pierscieri A
wraz z porzadkiem liniowym, ktory spelnia nastepujace warunki: 1) z
warunku x < y wynika, ze x+z < y+z, Vx,y,2€ A ; 2) z warunku 0 < xi0
< y wynika, ze 0 < xy. Zatem poprzez cialo uporzadkowane (F,<) rozu-
miemy ciato, ktore jako pierécierr F jest uporzadkowane. Uwaga: Kazde
ciato uporzadkowane ma charakterystyke 0.

3. Pojecia zbioru semialgebraicznego wypuktego i zwartego sa takie same jak
poznane na topologii.



2 Definicja struktury o-minimalnej i przyklady.

1): Struktura o-minimalng na zbiorze R rozumiemy ciag (S = S,, neN) taki,
ze dla kazdego n zachodza nastepujace aksjomaty:

S1: S, jest algebra Boole’a podzbiorow R™ taka, ze do S, nalezy zbiér pusty
oraz cala przestrzen, jesli A, B € S,, to wtedy suma mnogosciowa nalezy
do S,, , oraz jesli A € S,, to R"® - A € S,, ; (S,, jest definiowalne, jesli A,
B sa definiowalne to ich suma mnogosciowa jest definiowalna oraz réznica
R™ - A jest definiowalna).

S2: Jesli A € S, to wtedy AxR oraz RxA € S,,11 (Jesli A jest definiowalne,
to iloczyn kartezjanski R i A jest definiowalny).

S3: {(x1, ..., xp)ER™ x; = x;}€ S, dla 1<i < j<n ; (Przekatna w R™ jest
definiowalna ).

S4: Dla A € S,11 = 7(A) € S, , gdzie 7 : R*"™! = R" jest zwyklym odw-
zorowaniem rzutownia ; (Jesli A jest definiowalny, to w(A) jest rowniez
definiowalny).

O;: {r} €Sydlar e Ri{(xy) € R x <y} € Ss.
Os: zbiory w S; sa skoriczong suma przedzialéw i punktow.
2): Definicja struktury w sensie teorio-modelowym.

e Niech M bedzie zbiorem (uniwersum) struktury. Wtedy po przez struk-
ture M rozumiemy pewien uktad skladajacy sie z funkcji pierwotnych,
elemetéw stalych i relacji okreslonych na M.

e Mowimy, ze struktura M jest struktura o-minimalna, jezeli jedna z wyréznionych
relacji jest relacja liniowego porzadku oraz kazdy niepusty podzbiér defin-
iowalny zbioru podktadowego (uniwersum) jest skoriczona suma przedzi-
alow.

e Mowimy, ze zbior Z jest zbiorem definiowalnym, jezeli M™ D Z = {(x1 ,
vy Xp) : M E ®(x1, ... , X,) }, gdzie @ jest dowolna formula n-arna ;
(powyzszy zapis czytamy, ze wykres formuly jest spelniony w M ).

Lemat 1: Jezeli funkcja f: (a,b) — R jest funkcja defniowalna, to wtedy jest
przedzialami monotoniczna i ciagta. (W sensie ogolnym)

Przyktady struktur o-minimalnych:

e struktury nie posiadajace struktury algebraicznej : (N ,<, S), (Z ,<, S)
, (Q@.,<,9, (R.,K S), (czytamy S jest struktura nad odpowiednim
zbiorem).

e cialo (R,+,0), tylko ciala rzeczywiscie domkniete moga by¢ strukturami
o-minimalnymi, gdzie o “zwykle” mnozenie.



e grupa z porzadkiem (R , x , <).

e przestrzenie wektorowe nad ciatem rzeczywiscie domknietym uporzadkowanym
(R, +, A <), gdzie oznaczenie A oznacza standardowe mnozenie przez
skalar. W przypadku przestrzeni wektorowej F wprowadza sie pojecie
uporzadkowanej przestrzeni liniowej F nad cialem R takiej, ze zachodzi
warunek: dla kazdego x € F i dla kazdego A € R z warunku, ze x > 01 A
> 0 wynika, ze Ax > 0 [2].

e Roéwniez mozemy wprowadzié¢ pojecie struktury tzw. silnie o-minimalnej,
czyli struktury nad liczbami zespolonymi. Wtedy jednak zmienia sie
definicja o-minimalnosci Og: zbidér punktéw jest skoriczony, badz domknie-
cie danego zbioru jest skoriczone.

W tym momencie zostana przedstawione przykltady réznych zbioréow dla struk-
tury zbioréw semialgebraiczncyh. I inne ciekawe rzeczy.

3 Pojecie komorki i rozktadu komoérkowego. Wprowadze-
nie do charakterystki Eulera.

Dla kazdego definiowalnego zbioru X w R™ kladziemy:
e C(X):={f: X— R: f jest definiowalna i ciggta}
o Coo(X) := C(X) U {-00,+00}

e Dla f, g nalezacych do C,(X) takich, ze f < ¢ (rozumiane w odpowiedni
sposob) kladziemy (f,¢) x:={(x,r) € XxR: f(x) <1 < g(x) }

Definicjal: Niech (iy , ... , i) bedzie ciagiem zer i jedynek o dlugosci m.
Komorka - (i , ... , i) jest definiowalnym podzbiorem R™, ktora jest
zadana w spos6b indukecyjny:

e Komorka - (0) jest jednoelementowym zbiorem {r}C R (punkt), komorka
- (1) jest przedzialem (a,b) C R.

e Przypusémy, ze komorki - (i1 , ... , i) sa zdefiniowane, wtedy komorka -
(i1 5 - 4 1m,0) jest wykresem I'(f) funkcji C(X), gdzie X jest komorka -
(i1 , - , im). Dalej komorka - (iy , ... , im,1) jest zbiorem (f,g)x, gdzie X
jest komorka - (i1 , ... ,im)1f,9 €ECx(x), f < g

W podpunkcie pierwszym komorka moze byé punktem, badz przedzialem. W
drugim komoérka moze byé wykresem funkcji badZz obaszarem miedzy funkec-
jami. Wiec komoérka - (0,0) jest punktem {(a,b)}C R?, komoérka - (0,1) jest jest
wykresem ciaglej definiowalnej funkeji na przedziale {a} x R, komorka - (1,0)
jest wykresem funkcji na przedziale. Przedzialem (kostka) w R™ jest komorka
-(1, .. ,1).



Rozwazamy réwniez specjalne przypadki jedno punktowej przestrzeni RO,
§cisle komorka - (), gdzie () jest ciagiem dtugosci 0.
Jesli A jest komorka R™T1 wtedy 7(A) jest komorka w R™.

Definicja 2 : Rozkladem komoérkowym R" nazywamy specjalny rodzaj partycji
R™ na skonczong liczbe komorek. Definicja jest indukcyjna ze wzgledu na
m:

e rozklad R! = R jest postaci {(-00,a1) , (ag,a3) , (as,as5) ,..., (ag,00) , {a1}

yoes {ak}

e rozkladem R™*! nazywamy skoriczony podzial R™+! na komorki A takie,
ze zbior rzutowan 7(A) jest rozktadem komorkowym w R™, gdzie w zwykle
odwzorowanie rzutowania.

Niech D = {A(1), ... , A(k)} bedzie rozkladem R™; A(i) # A(j) dla i# j i niech
dla kazdego i€{1 , ... , k} funkcje f;;< ... , < f;,(;) naleza do C(Ay).

Wtedy Di:{(-OO, fil)a ceee (fln(1)7 +OO)= F<fi1)a cen F(fzn(l)) } W tym
momencie warto podaé¢ przyktad.

4 Charakterystyka Eulera

Na poczatku paragrafu definiujemy wymiar zbioru definiowalnego X C R™ w
nastepujacy sposoéb : dim X := max {i; + ... + i, : X zawiera komorke-(i; ,

<y im) T

Kilka uwag dotyczacych wymiaru zbioru definiowalnego X:
e gdy X jest zbiorem pustym, wtedy dim X = -oo

e wicc dim X € { -00,0, 1, 2, ... , m} oraz dim X = m , gdy X zawiera
otwarta komorke. Dzielac X na skoticzona ilo$§é komoérek zauwazamy, ze
dim X = 0, gdy X jest skoniczony i niepusty.

Definicja1l: Charakterystyka Eulera dla komoérki C o wymiarze d wyraza sie
wzorem E(C)= (-1).

Definicja 2: Wzor na charakterystyke Eulera dla zbioru definiowalnego S C
R™ przy rozkladzie P wyraza si¢ wzorem E,(S) = 3~ c E(C).

Propozycjal: Jezeli P’ jest drugim skoriczonym rozkladem komoérkowym S
na komorki to wtedy Ep/(S) = Ep(S).

Lemat 1: Jesli D jest rozktadem komorki C, wtedy Ep(C) = E(C) = (-1)%mC,

Lemat 2: Jesli A C R™ jest otwarty komorka oraz f : A — R™ i f jest defin-
iowalna iniekcja, wtedy f(A) zawiera otwarta komorke.

Propozycja2:



o Jezeli X C Y C R™ i X, Y sg definiowalne, wtedy dim X < dim ¥ < m.

e Jezeli X C R™ | Y C R” sg definiowalne i istnieje definiowalna bijekcja
miedzy nimi, to dim X = dim Y .

o Jezeli X 1 Y maja ta sama charakterystyke Eulera oraz sa tego samego
wymiaru, to wtedy istnieje definiowalna bijekcja miedzy nimi.

o Jezeli X, Y C R™ sg definiowalne, wtedy dim (X U Y) = max{dim X,
dim Y}.

Propozycja3: Jezeli f: S+ R™ jest definiowalnym iniektywnym odwzorowaniem,
wtedy E(S) = E( f(S) ).

Przyklad 2:

Mamy dany réownoleglobok. Dzielimy go zgodnie z zasada, ze linia podziatu
ma by¢ réwnolegta do OY (szara linia). Dla naszego rombu przy danym podziale
charakerystyka Eulera wynosi Ep(A)= 2 (-1)2 + 5 (-1)! + 4 (-1)°= 1.

Objasnienie: Mamy 2 komoérki wymiaru 2 ( 2 trojkaty powstate w wyniku
podziatu). Mamy 5 krawedzi ( odcinkéw) wymiaru 1 oraz 4 punkty wymiaru 0.

‘Whioski:

1. Na charakterystyke Eulera rowny wpltyw maja komoérki wymiaru 0 jak i
wymiaréw wyzszych.

2. Dla definiowalnych zbioréw S; , So € R™ mamy E(S; U Sp) = E(S7) +
E(Sg) - E(Sl n SQ) ;jesli S1 N Sy 7é 0.

3. Charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem topologicznym.

4. W sensie topologicznym jesli dwa zbiory definiowalne spetaniaja Propozy-
cje 2.3, to zbiory te mozna ze sobg utozsamié.



W powyzszym referacie zostal przedstawiony zaledwie fragment teorii struktur
o-minimalnych.
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