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O nieciagtych rozwigzaniach rownania Cauchy’ego

Podamy, w oparciu o rownanie Cauchy’ego, konstrukcje funkeji réznowartosciowych ma-
jacych gesty wykres.

Twierdzenie 1. Niech (L, K, +,-) oraz (M, K, +,) bedqg przestrzeniami liniowymi, B C
L bedzie bazq przestrzeni L oraz v: B — M bedzie dowolng funkcjg. Wiedy istnieje do-
Ktadnie jeden homomorfizm ¢: L — M taki, Ze pp = .

Dowéd. Wiadomo, ze dowolny punkt przestrzeni L moze by¢ zapisany jako skonczona
kombinacja liniowa elementow bazy B. Niech x € L bedzie dowolnym punktem. Wtedy:

x:Zaibi, aeK, beB, i=0,1,2,....,n
i=0
Dla tak wybranego x definiujemy funkcje ¢ nastepujaco:
p(z) = Z%W’%)
i=0

Oczywiscie funkcja jest poprawnie okreslona dla dowolnych x € L oraz:

N () = ¢ (b)

beB

Pokazemy, ze ¢ jest homomorfizmem. Ustalmy z,y € L, wtedy = oraz y mozemy przed-
stawié¢ jako!:

50 a, €K, b;eB, i=0,1,2,....n
y = gﬁibz
Wtedy:
r+y= zn:(ozi + 3:)b;
Policzmy: -
o +y) = i}@- + B(b) = iaiww ¥ ﬁ;mbi) = o(2) + o(y)

Ustalmy dowolne A € K, policzmy:
p(Ar) =D Aaip(bi) = A ) ah(by) = M) ()
=0 =0

Zatem ¢ jest homomorfizmem. Do pokazania zostata jedynos¢ homomorfizmu ¢. Przy-
pusémy, ze istnieje homomorfizm 6: L — M o rzadanych wlasnosciach taki, ze ¢ # 4.
Policzmy dla ustalonego x € L:

n

i=0
Sprzecznosé. O

lodyby przedstawienia wektoréw x i y, w ktérych wszystkie wspétrzedne sa rézne od 0 zawieraly rézne
wektory bazowe, to mozemy zmienié¢ te reprezentacje tak, aby byly ztozone z tych samych wektoréw
bazowych (wtedy niektére wspélrzedne beda réwne 0)



Definicja 2. Funkcje f: RY — R nazywamy funkcjo addytywng jesli spetnia réwnanie
Cauchy’ego:
fle+y) = flx)+ fy)

Twierdzenie 3. Niech f: RY — R bedzie funkcjg addytywng. Wtedy:

N flax)=af(z)

zeRN ,acQ

Dowdd. Niech f spelnia rownanie Cauchy’ego. Zauwazmy, ze biorac x = y = 0 otrzymu-
jemy:

f(0) =2f(0) = f(0) =0
Wezmy y = —z, wtedy:

0=f(0)=flz+ (=) =0=f(x) + f(-2) = f(z) = —f(—2)

Zatem funkcja f jest nieparzysta. Przygladajac sie réwnaniu Cauchy’ego od razu otrzy-
mujemy, ze jesli f spelnia réwnanie to:

A (5) -3

Biorac g = 1 = ... = x, = x otrzymujemy:

N f(nx) =nf(z)

neN
Na mocy nieparzystosci powyzsza rownos¢ mozemy zapisaé dla n € Z. Ustalmy a € Q.

Niech p € Z oraz q € N beda takie, ze a = g, wtedy pr = qax oraz:

pf(x) = f(pr) = flgaz) = qf(ax) = f(az) = §f<x> — af(x)

Whniosek 4. Niech N =1, ¢ = f(1), wtedy dla ¢ € Q mamy:
@)= flg-1) =qf(1) = cq
Jesli dodatkowo zatozymy, ze f jest funkcja ciggla, to f ma postac:
flx)=czx, z€R

Whniosek 5. Kazda funkcja addytywna f: RY — R jest homomorfizmem przestrzeni
(R, Q,+,-) w (R,Q,+,-). Dalej jesli H jest baza przestrzeni (RY,Q,+,-) (tzw. baza
Hamela), g: H — RY dowolng funkcja, to, na mocy twierdzenia 1, funkcje g mozna
jednoznacznie przedtuzy¢ do homomorfizmu tych przestrzeni. Innymi stowy, funkcja g
jednoznacznie wyznacza funkcje f.

Twierdzenie 6. Niech H bedzie bazg przestrzeni (R, Q, +,-), g: H — R dowolng funkcjq
a [ jej homomorficznym przedtuzeniem. Wowczas [ jest ciggla wtedy i tylko wtedy gdy
dla wszystkich h € H % = const.



Dowdd. (=) Niech f bedzie ciagta. Wtedy na mocy twierdzenia 3 f(x) = cx. Stad dla
h € H, mamy g(h) = f(h) = ch.

(<) Niech g(h) = ch dla h € H. Wtedy funkcja cz jest homomorficznym przedtuzeniem
g, a na mocy twierdzenia 1 jedynym, wiec f jest ciggta.
O

Twierdzenie 7. Niech H bedzie bazq przestrzeni (RN, Q, +,+), g: H — R dowolng funk-
cjq takq, ze g # 0 oraz g(H) C Q, wtedy jej homomorficzne przedtuzenie f: RY — R jest
funkcjg niecigglq.

Dowéd. W dowodzie twierdzenia 1 pokazalismy, ze jesli RY 5 2z = 3" jazhy, oy € Q, h; €
H, i=0,1,...,nto f(z) = > ,a;g(h;). Stad jesli niezerowa funkcja g przyjmuje tylko
wartosci wymierne to rowniez funkcja f je przyjmuje, wiec f nie moze by¢ ciagta. m

Lemat 8. Niech A C RY. Zbior A jest gesty w RN wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
0 # a € R zbior aA = {az: v € A} jest gesty w RN,

Dowdd. (=) Ustalmy dowolne a € R\ {0} oraz dowolny zbiér otwarty U C RY. Oczy-
wiscie zbior éU jest zbiorem otwartym, wiec éU NA # (. Niech z € iU NA. Wtedy
ar € UNaA. Zatem UNaA # ()

(<) Zauwazmy, ze 1A = A.
[

Twierdzenie 9. Niech f: R — R bedzie niecigglq funkcjg addytywng. Wowczas zbior:
Gr(f) = {(z,y) e R*: f(x) =y}

jest gesty w R? 2.

Dowdd. Bez straty ogblnosci mozemy przyjaé, ze f(q) = q dla ¢ € Q (wynika to z lematu
8). Funkcja f jest nieciagta, wiec dla pewnego o € R istnije 6 > 0, ze f(a) = a+0. Ustaly
dowolny punkt (z,y) € Q* oraz r > 0, 7 € Q. Niech § = ¥5=. Wtedy z = y — (34. Niech
b e Q\ {0} bedzie takie, ze:

,
18 —0| < 30|
Niech a € Q bedzie takie, ze: .
o —al < 30|
Pot6zmy:
X=z+bla—a)
Wtedy:

f(X) = [flz+bla—a))
= f(z) +0f(e) = bf(a)
= x+4+bla+9)—ba
= y—pi+bla+9)—ba
= y—0(f-b)+bla—a)=Y

2 Analogiczne twierdzenie mozna udowodnié dla N > 1

3



Policzmy:

p(X,Y), (2,) = (X —2)2+ (Y —y)?
= /(@ +bla—a) —2)?+ (y— (8 —b) + bla —a) — y)?
— \262(a — a)? + 8%(8 — b)? — 25(5 — b)b(a — a)

2r2 2 22

9+9+9

< r

Zatem (X, f(X)) € K((z,y),r). Stad Gr(f) jest gesty w R?. O
Lemat 10. Niech N > 1. Nie istniej ciggla bijekcja f: RY — R.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze istnieje taka funkcja. Ustalmy z € RY. Zbiér RM\ {x'}
jest zbiorem sp6jnym, natomiast zbior f (RN \ {x}) nie jest spdjny. Sprzecznosé (ciagly
obraz zbioru sp6jnego jest spojny). O

Twierdzenie 11. Istniejq nieciggle © réznowartosciowe rozwigzania rownania Cauchy’ego.

Dowdd. Rozwazmy przypadek N = 1. Niech H C R bedzie baza przestrzeni (R, Q, +, ).
Niech hy, ho € H oraz hy # hy. Niech funkcja g: H — R bedzie dana wzorem 3:

hQ ) h = hl
g(h) = hl 5 h:hQ
h . he H\{hy,hy}

Na mocy twierdzenia 1 istnieje jednoznaczne homomorficzne przedtuzenie funkcji g do
funkcji f: R — R. Zauwazmy, ze zbior g(H) jest baza przestrzeni (R,Q,+,-), stad
ker f = {0}, zatem homomorfizm f jest funkcja réznowartosciowa. Ponadto zauwazmy,
ze funkcja g nie spetnia warunku proporcjonalnosci, wiec na mocy twierdzenia 6 funkcja
f jest nieciggta.

Rozwazmy przypadek N > 1. Niech H C RY bedzie baza przestrzeni (RY,Q,+, ")
oraz niech B C R bedzie baza przestrzeni (R, Q, +, ). Zbiory H oraz B maja réwna moc
(réwna continuum), zatem istnieje funkcja réznowartosciowa g: H — B. Niech funkcja
f: RY — R bedzie homomorficznym przedhuzeniem funkcji g. Zauwazmy, ze f jest funkcja
réznowarto$ciowa oraz nieciagta (na mocy lematu 10). [

Whiosek 12. Istnieja funkcje roznowartosciowe majace gesty wykres.
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3Tak naprawde wystarczy aby funkcja g byla dowolna, funkcja nie spetniajaca warunku proporcjonal-
nosci odwzorowujaca w siebie 2 bazy Hamela



